(1)

GEOMETRIA II

EXERCICIOS RESOLVIDOS II - JUNHO, 2016

Considere o caminho no plano definido por () := re *(cost, sint), com
r,a >0 fixos e t € [0, 00].

(a) Verifique que v é um caminho regular.

(b) Mostre que 7 tem comprimento finito, isto é limy ., fOL ||/ (t)||dt existe e
é finito.

Resolugao possivel:

(a) O vector velocidade é:

v (t) = —are”*(cost,sint) + re”*(—sint,cost) = re”* (—acost — sint, cost — asint),
que é uma funcao de classe C*°, e anula-se apenas quando a cost+sint = cost —asint = 0.
Nao é dificil ver que estas duas equagoes nunca se anulam simultaneamente; em alternativa,
podemos calcular directamente a norma do vector velocidade:

7 #®)]| = re *||(—acost —sint, cost — asint)||
= re”/(acost +sint)? + (cost — asint)? = re” /a2 + 1.
Como Va2 +1>0,ere”® >0Vt € R, vemos que 7' (t) # 0 Vt € [0, 00[, pelo que v é um

caminho regular.

(b) Usando a formula de ||/(¢)|| na alinea (a), temos

L L
lim/ Y ®)|dt = lim (r a2+1)/ e dt
L—oo Jg L—o0 0
—at 1 1
= (rV/a2+1) lim [e ] = (rV/a? +1)-,
L—oco | —a 0 a

pelo que o comprimento de « ¢ finito e igual a Zv/a? + 1.

Considere um caminho métrico v : [a, b] — R? (ou seja, com ||7/(s)|| = 1) com
curvatura positiva constante x > 0 e com torcao nula.

(a) Sendo n(s) o vector unitério normal, mostre que a(s) = y(s) +<n(s) ¢ um
caminho constante.

(b) Usando a alinea (a), mostre que y(s) é um arco de circunferéncia.
Resolugao possivel:

(a) Sendo v(s) = +/(s) o vector velocidade (unitario), temos 7"/ (s) = xn(s) (por defini¢ao
de curvatura de v em R3), e uma das formulas de Frenet simplifica-se, usando o facto de

que a tor¢ao ¢ nula 7(s) = 0 e x(s) = k & uma constante:
n'(s) = —r(s) v(s) + 7(s) b(s) = —rv(s),

onde b(s) = v(s) x n(s) é o vector binormal. Assim,
1 1
a(s) =~'(s) + En’(s) =v(s) + E(fm)(s)) =0.
Concluimos que /(s) = 0 para todo o s € [a, b], pelo que o € um caminho constante.
(b) Pela alinea (a), a(s) = p € R® é um ponto fixo no espago. Assim, y(s) = a(s) — in(s) =

p— 1n(s) pelo que

I = ol = | = 1ol = |-+ | o)l = 1.
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Concluimos que a distancia de v(s) a p é uma constante, pelo que y(s) estd numa esfera
centrada em p. Por outro lado, 7 = 0 (tor¢ao nula), e outra formula de Frenet diz-nos que
b'(s) = 7(s)n(s) = 0. Assim b(s) é constante, o que implica que () estd sempre no mesmo
plano (ortogobal a b(s)). Finalmente, como v(s) esté na intersec¢do de um plano com uma

esfera, forma parte de uma circunferéncia.

Considere o catenoide, parametrizado por ¢(u,v) = ¢(cosh u cos v, coshusinv, u),
com ¢ > 0 fixo e u,v € R.

(a) Verifique que a primeira e segunda formas fundamentais de ¢ sao diago-
nais, e determine-as.

(b) Calcule as curvaturas principais e a curvatura escalar (de Gauss) em fun-
¢ao de u,v. Determine os pontos onde a curvatura escalar ¢ maxima, em valor
absoluto.

Resolugao possivel:

(a) Vamos calcular as derivadas de ¢:

¢u = c(sinhu cosv, sinhwu sinv, 1)
¢y = c¢(—coshu sinv, coshu coswv, 0)
Ouw = c(coshu cosv, coshu sinv, 0)
¢y = c¢(—coshu cosv,—coshu sinwv, 0) = —¢y,
duv = P, = c¢(—sinhu sinwv, sinhu cosv, 0)

as normas (ao quadrado) dos dois primeiros vectores:
6012 = c2(sinh® u + 1) = ¢ cosh u = [|6, 2
e o produto interno
G - Gy = 02(COShu sinh u sinwv cosv — coshu sinhwu sinv cosv) = 0.

Assim a primeira forma fundamental é diagonal (¢ até escalar):

_ 2 cosh? u 0
9= 0 2cosh?u |-

Para a segunda forma fundamental, determinamos o vector normal unitéario:

n = ¢u X¢U =
[|Pu X dol] cosh?

e finalmente, obtemos:

b Guw - Puw-mn | 1 —ccosh? u 0 [ = 0
B Quv "N Gy - N ~ cosh®u 0 ccosh®u | 0 ¢/’

que também é diagonal.

(— coshu cosv, — coshusinv, sinhu coshu)

(b) Para determinar as curvaturas, consideramos o operador curvatura

Q=g 'h= 1 —c 0 _ —c¢ Leosh™2u 0 .
2 cosh? u 0 ¢ 0 ¢ Lcosh™2u

Como esta matriz é diagonal, as curvaturas principais sao dadas pelas entradas nao nulas
ki, ko = £ 1 cosh ™2 u, e a curvatura de Gauss é K = kjko = —c 2 cosh ™ u. Esta funcao
(apenas de u) tem méaximo onde cosh u tem minimo, ou seja, em u = 0. Estes pontos corres-
pondem & circunferéncia ¢(0,v) = ¢(cosv,sinv,0) C R3, ou seja a intersecgao do catendide

com o plano z = 0.
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Seja R > 0, e Sk o paraboldide (com bordo) parametrizado por ¢(u,v) =
(ucosv, usinv, u?), com v € [0,27] e u € [0, R)].
(a) Verifique que as formas de Cartan sdo dadas por 71 = 1+ 4u?du e
T = udv.
4

(b) Mostre que K = e
(c) Calcule | o IS dA, onde dA representa o elemento de area, e determine o
limite do 1ntegral quando R — oo.
Resolugao possivel:
(a) Para a parametrizacdo ¢ temos:

¢u = (cosv, sinv, 2u)

¢y = (—usinv, u cosv, 0),
pelo que ||y ||? = 1+ 4u?, ||¢o||? = u® e ¢ - ¢, = 0. Como estamos no caso ortogonal, as
formas de Cartan sao dadas por:

71 = ||ou]|du =1+ 4u?du

= ||| dv=udv,
como pretendido (e o elemento de area é dA = |11 A 2| = uV'1 + 4u? du dv).
(b) Primeiro determinamos a 1-forma de conexao wi2, definida por

dry, = wi2 ATy

dTQ = le/\TliTl/\wlg.

Fazendo as derivadas exteriores obtemos:

OZdTl = wlg/\nguwu/\dv
duNdv=dr, = 7 Awia=duAV1+4u2ws.
A primeira destas equagoes diz-nos que wi2 nao tem componente em du e a segunda diz-nos
que w2 = (14 4u2)’1/2dv. Finalmente, a equagao de Cartan, dwis = —K 7 A T2, diz-nos
que:

1
(75)(8u)(1 + 4u2)*3/2du ANdv = —Kuv1+ 4u? du A dv.

Igualando os coeficientes destas 2-formas, obtemos:

4
K=—" .
(1 + 4u?)?
(c) Nas coordenadas (u,v) € [0, R] X [0 27] o integral pretendido é:
27
KdA = / / ——uV 1+ 4u? dvdu
Sk (1+ 4

144 1218
= 87r/ u(1+ 4u?) 73 ?du = 8n [%] i
0 —4 0

O limite pedido é entao finito e igual a 27, que é metade da area da esfera unitaria.

Seja S uma superficie em R? e I uma curva no plano. Indique se cada uma das
seguintes afirmacoes é verdadeira ou falsa. Justifique cada caso, demonstrando
ou dando um contra-exemplo, conforme apropriado.

(a) Existe um caminho regular fechado (no plano) cuja imagem é o segmento
de recta I = {(x,0): x € [-1,1]} C R2

(b) Se T" é uma curva aberta (isto é, cujos extremos nao coincidem), a sua
curvatura total é um multiplo inteiro de 27.
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(c) Dado um mapa regular ¢, o referencial {HzZH’ IIz:H’ sziizn} é ortonor-
mado em todos os pontos.

(d) Sejam k; < ko as curvaturas principais de S e supomos que existe C' > 0
com |ko| < C. Entao, qualquer curva I" C S tem curvatura k < C' (como curva
no espago).

(e) Se K > 0, entao qualquer curva I' C S tem curvatura x > 0 (como curva
no espago).

Resolugao possivel:

(a) Falsa. Seja v : [a,b] — R? um caminho fechado cuja imagem ¢ I. Supomos que (t)
comega e termina num ponto interior y(a) = Y(b) = (20,0) € I (zo €] — 1,1]). Como
v([a,b]) = I = {(z,0) : = € [-1,1]} tem que haver ¢ €]a,b[ com v(c) = (1,0). Para esse
parametro t = ¢, a coordenada x de y atinge o seu maximo. Por outro lado, a coordenada y
de (t) é sempre zero. Assim, ou 7/(¢) = 0 ou a derivada nao existe. Em qualquer dos casos,
~(t) nao é regular. O caso em que v comega (e termina) num extremo de I é semelhante.
(b) Falsa. O caminho (t) = (cost,sint) com t € [0, 7] é aberto (entre y(0) = 1 e y(w) = —1)
e a sua curvatura total é 7 (verifique!).

(c) Falsa. O mapa regular ¢(u,v) = (u,v,u? +v?) tem ¢, = (1,0,2u) e ¢, = (0,1,2v) pelo
que ¢y - ¢, = duv # 0 em geral. Se dividirmos cada um dos vectores pelas suas normas,
o produto interno continua a nao ser nulo, pelo que o referéncial dado nao é, em geral,
ortonormado (nem ortogonal).

(d) Falsa. Seja S um plano. Entao k1 = k2 = 0 e podemos tomar C' = 0. Agora seja I' uma
circunferéncia nesse plano. Entao x > 0 (é o inverso do raio da circunferéncia) e por isso %
nao é menor ou igual a C' = 0.

(e) Verdadeira. Se K > 0 entdo ambas as curvaturas principais podem ser consideradas
positivas 0 < k; < ko (trocando a orienta¢do da normal unitaria n, caso necessério). Isto
significa que as curvaturas seccionais (sempre entre k1 e ko) sdo todas positivas, o que im-
plica que no plano correspondente a essa sec¢ao, a melhor aproximacao a qualquer curva
I' C S é uma circunferéncia de raio r > 0 compreendido entre 1/ks e 1/ky. Assim, k > 0

para qualquer curva que esteja contida em S.



